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TRANSFORMA TION DES SINGULARITES 
Marcos Sebastiani 
Considerons la caU§·eorie dont les cbjets sont les germe•3 de 
(C, 0) (n ) O fixé) ayant ur1 
~ 
f t . l t. ~ . ~n+ i o·· • onc1ons a.nay.1que:::. 1-: (L ,·.I --i 
pointcritique isolê en O. Si g en est. un autre objet, un mm~phisme 
T·f--) rr e~' un ~orn1-. T· rrn+i "' --> íi~n+i nu·] ·:l'-'J'l'L·~-·~·-,n -na!" ,. . 6 .,_,\_. I ,5~• I<.= . • 1.'-- ,uJ . '.'--' ' _ '- Ofl-'.!. '....CJI, L 1 OJ _,-
tique finie te! que f= g0T. 
Dans cette catégorie on peut diifinir- deux fnncteurs contt-avadants 
qui sont l 'un, • f • • 18 CD,lDnl010218 
-~ 
complexa 
' 
dimem:.ion n) de la fibre da l\r1ilnert~; P.sutn~, le quotient de l'anneau local 
o= Dcn+l' o par Pid6.;l engendrE pal~ les decivées partielles du genTle. 
L,..., . .., ria, TV l:""' ..... ,,t ~ '''"' 1 0L't-" r{ '"'T1i:"' 1 ~- ,--.~_k-,,.-.,or: Ç) rl'r'"" ,~ - e~n~c,-.""" ',,...."lO'"!' e1 r On C-=' U t..l•'· ·.:lU 1 O '•-'•::!li- I .=_. ..LO. -=:_, l.W \....OI..CE;' .1.~ uC.=> -· ~1:-CI c;.:::1 V~'._, !. -l.;::lo ' l 
les dêfinit de fa çon pr8cise: 
O a~.~-sz pet.i t ces0ecl de E on considere: 
oü B est. la boule de cenb-e O 
E 
la fibration de; • 1 - ' !VJilnor nous si E:> J et. p' > O sont aus;::.i 
.Convenable111ent. petits, c-n a un ; . ls-:rrt'iorpn.:.srnE Cdi'Dili DUE 
Hn - Hn nLcn0 -n -
'I - 'I • • 'J ·~· ·~· C1 E p E,p 
r_ · 1. ' ' r.-r. ' ~ +- i:...2ll 'fi t ' t l!!l Guje~ Dl~n oE-:lrll qu·c,n nu~..e !.j 1_ .·e aui es 
un C - esoaco vect.c-cieL 
' 
,.-i.·. -i La morphisme T: f- g applique B,, íl r ( -p,i clans BE n g (-p), 
si E' est assez petit respect c:1e E~ et, donc: induit une application lineaire 
'I 
Tf': Hn(g) ----+ Hn(f)~ Ct=ci definit le pcemjet~ foncteur. 
b) Coíl Q ~la faísceau germes de formes holomorphes dans cn+ 1• 
Soít E(f) =D.11ci 1 /df i\ D.n0• 
Le mm-phísme T: --------->- g induit l'application evidente Q~+i--+ ~+1 
qui passe au quotient et définit une §_p_p_Jication linéaire 
T': E (g) :_____;. E (f). 
On a ainsi le deuxiàme foncteut-. 
La correspondance h --+ hdz1t\ 
isomorphísme: 
i\ dz , 1 (h e 0) induit un n.,-
-0/(af/azb··· , df/Bzn+i) ---+ E(f) 
Modulo cet isomorphism9, T' est induite pat-: 
h --+ Jac (T). (h0T). 
On pEut, donc, calcule?- e.xplicitement le de..1xiEm2. foncteuf'. 
Cin s.=ti t que 
•· Hn'F' d' -·f· ,, .. Qllllc l k) = ll1'\:::C\ __ } = /-t\.L}'l 
nombr-e de 1'111ilnm- de f. 
CONJECTURE. Les foncteurs H11 EJ E sont bornorphes. 
(Cornparet- avec [1] chap. I,§ 5.1 et [E}. 
L~objEt de c5t. article est cPétud~er les relations entre cas deux 
foncteurs. 
Je remerci.e Robert lvloussu par leur-·s 
l 'auteur a.ux 
i Jn,,·, 'St-~ 1' '·e·-.:::: a' .. 
• _, __ v~·...., 1..- ··-· e 
. 
CN~G " , " ' 'K.:) par leut- supc,cwt E:·::c.mo:r-llQUE. 
. . . 
2 
PREMIERE P;',RTIE: CAS DES ISDMORPHIS~,;IES 
1 F. 1 t · f ·cn+ 1 o· . - 1xons un germe anB y lgue : 1 , ) ----+ (C, 0) ayant un point 
critique isolé en O et considêrons un groupe G de germes 
d,, h' l t· .~n+l 'l' 'Cn+i o· . I . t f 1somorp 1smes a.na y 1ques \l_. ~'-} --j!o. l , ) qu1 a1ssen 
invadante (i.e., f' T=f pocrr- tout T E C:). Alor~. Hn(f) et E(f1 sont des 
G- modules à droite. 
D '5] ' f ' " • t ans l vn a ln._roaui c le nom jr·-a 
'f ~· . T 'T•) 'T' ,-, p \ __ ) 1 ) = cace. ~ 1 ·, ~ 1 E u 
(repris dens [4]) Le théoreme ~.uh.1snt 8nlníine gue /_/(f, T) est un nombre 
* entier~ puisque T préserve la cohomologie ent.iEre (voir [5])~ 
THEOREIVIE 1. ([9], [5)). Pour tout TE G, 
"' Trace (T l = 1-1 (f,T). 
* COROLLAIRE 1. Pour tout T e G, T' et T ont le même polynôme 
oaractédstique. 
COROLLAIRE 2. Si C: est fini alors H11 (f1 et E(f) sont des C:- modules 
isomm-phes. 
* THEOREME 2. :=::t T E G et T ast l'idsntitê, .g[ors T' est aussi 
1' identi tê. 
COROLLAIRE 3. Si C: C C:L (n+ i ,C ) esl !e sous-gJ-oupe des tous !es 
isornorphisrnes linéaires qui laLssent f invariante, .3lors les G- modules 
Hn(f) et E(f) ~.ont isornoroha•s. 
' 
' ' l \ t , 1 -r , ' · , 1nvar-1an .e es un :::;.ous-en~-errwle 2:lE2Drlaue 1Je l·esrJsce 
- ' 
cie.s rnatrice~. 
( 1) r 1) l . ~1 ( . 1 r'· · r r· " G , , n+ x .n+ , oont ....;L...I.fl-t- ,~-! est un üuvert arflne. uonc, n a qu un 
nomb~e fini de cornposantes connexes. Soit C0 la cornposant.e connexe de 
3 
l'identitê. Alors G0 ope_1~e trivl.slen1ent sur H11 (f) D'apr8s le 
théot~eme 2, G0 op2r·e alors tt~i vi.slerTlent .3ussi sur E (f) . II suffit 
alors d'appliquer le comllaire 2 à C/C,. 
f, 3 
EXEtv1PLE. Soient n=2 f= z 1z2 + z 1z2z3 -f- z 3 
C= 
F' ~ 1 o l {t=lo>-.ol 
Lo o E J 
3 
À E C, À. t'- O et E 
E(f) est de dilnen3ion 2~ ent:endr·ê oat~ les clas;::.e.s de 
. ~ . 
et. 
Alm~s il existe une IJase de H [f) d.:ms laque.le la matrice de T est.: 
pour tout 
COROLLAIRE 4. Supos:::ms qu(il existe T E G t2l que les valeurs propre.s 
* de T sont toutes différentes. ,L;.lors f est c::n~lyUquement. ~onjuqué a 
un gerrne quasí-homog8ne. 
pt~opn::>S cHfferente:::J. I1sn~ E.(f) ia 
4 
linêaire nilpotente qui comrnute avec T'. Elle est, clone, nulle. Cola veut 
dire que f appa!-tient a !'ideal de O engendrá par ses deri vées 
partielles et on peut, alm-s, appliquer le thêm-ãme de K. Saí to [ 5 ] . 
' ~ 4 ? 4 
EXE' ·"PLE - ( ) - .<n+· ' ~n+ 1vl . t = z 1z2 ..• z ...L~ + z1 T •.• +z +i ílt 1 n 
n'est pas equivalent .3 un g8I7ne quasi-hon1og8ne. Alor.s si, par 
* 
Ce get-me 
exernple., T e.st. T a eles valeurs 
pr·opres multiple::;. Ce.l.s n~sulte aussi du fait qL;e lE:1 monodromie de f 
* n"est pas diagonolis.sble et. comrnute avec T {vc,ir [ 2 ]) . 
2. - Supposons tuujouJ~s dc·nnê le gern1e f com me au li i. On v a 
maintenant généraliseJ:~ le con.Jl.laire 4. Pour ce faire, rappelons que tout 
' 1 
c,J E Q~T .~.- definit un gerr:-:.e de ~.ect.ion s[cJ] clu fibré de cohornologie 
con1plexe en dinrension n "3:.::.süciê au fibra de 1\/lilnor: s[cu] (t] est la 
Ils exístent w1, ·J _,,n+i 'el[o~ ·1u· ~--,- '-ut L ';:,.,LQ 1.. _ ~~ I_ ':::! _,Uul I..U . 
,u 
_ nn+i 
C.t} t- j.LD 
'''] !'[l (t)SIC•j + ... U ,l)S U 
- u u-
, ' 
de fonctions holon1orphes ~~ 't' ':l ou es u . t ) sc•nt L es germEs j 
Lmi voquen1ent. detecm ine:3. 
on ait: 
Soít., d'autre part, I; 1, ... , ,t une base de Hn lfl. Chaque t , définit une 
. ,u . . "j 
section (mulUfonne.) Ç 1 (t) du fibre de cohomülogie associé a la fibration 
de lv1ilnoc, de derivée j;-ovariante nulle r~e:=:.pect de la connexion de Gauss-
lvlanin. 
On a: 
ou les 
s[ G), J 
• 1 
't' a .. 1 i 
lj 
,li 
fi. I - > , . 
''· - F 1 
:3unt des 
a., (t-i E. (tJ 1l . . 1 . 
" -fonct.ions 
~ 
_, 
i~l~J-1-, 
holc1n1orphes (n1ultiformes) dans 
I I ) \ O ( \ t \ < p . Lo rnatdce S = l \3i, \l.J ) i,j 
J 
seca appelée matrice fonciarnentsle~ Son detet~minant. est non-nuL 
PROPOSITION. Le g~erme f est analyliquement équivalent à un germe 
quasi-homogêne si et seulen1ent si il e:x.ü::te une n1atrice fondamentale 
diagonal e. 
Demonstration~ Si f est ~~uasi-hon1og8ne il résult du calcul explicite. de 
sa conne>::ion de Gauss-Ivlsn1n qu' i l e:.::i~.te une nl,sb~ice fondamentale 
diagonal e. 
~ 
Réciproquernent, si il existe une n1atrice fondarnEntale díagonale, 
l I t ' ''f" t' < ' c ' ' ' " ' f "d a ors _e 2y3 eJTie 01 rer~en lei oe ,.suss-L\rJEillln assoc1e a posse e une 
t · f d · 1 ·· • ·r11 ' ·rr· L~ t' t ma .rlce on ame.nca e dwgona1e \_c ~ cnsp. i .J. ·onmle ce e.ys em e es 
régulier singulier, cela in1plique Cju'll a un pole d\Jrdre un au plus. Cela 
' 'f' f . "" ' O ~r " 0 \ d 1 ll l l [ .-' s1gn1 1que que E (_di/L,z 1, ... , uL·'(jzn...;.... 1.r ans U. ~n cone U- par :Jj • 
..L' .1- 'i 
TL.- .... ~, c• '.i..T r.--..n,l O' , ...... n-r r·l d'' L· Jleorerne .J •• .:JOli. : \.L , 'J _______,. l,t_. ,.J.~ un germe 1:::.ornorp1llS 
0 • 
!TtB Bnalvtioue cl'ordre fini tsl oue f T=f . Soie:nt c: 1, ... ,_ ctr les valeurs 
_. l • . K 
"' propres différ'entes de T avec n1ultipl1cité.s r' 1 ~ ... ~ rk re.spectivemenL 
Alors, il c:dste uns m.3trice fondamentah~ de la forme: 
r ' 
,--,' 
n i w 
' L
' 
I 
A i 
1- Ir I 
" ' ,, J 
oU A. est. une Inat:~ice r.xr. ( ~1 =1. ···~ k'l. J J J - ' < < 
3. - Dans ce qui ~.rêcàde on a considet~é des i:=üJTtDrJ:)f"ü::.me~- T: f --4 f . 
On va étudier Jll.alnt:.enant. le c.s.s d2s i~-OlTtDrC'-hí.smes T: 2 ---+ f oU 
i '-' 
g=i\f i\ -r ' ~=·~ , \:;i O. CoJTl!lle E {g)=r=' (f) on oeut considérer 
6 
"1~,: E t'fj ----v. ~ r·c"\ 
'- , J~\. 1 ~ 
Ch .. d' t t n t l '~! .. ,\le2rria_ . DJSJssons, au re par , .:r E K e que /\-
-~ cornrne plus haut, E > 
~ . t 
.:o01en : O l :1 , . ' " ' • ~ I e · 1saue de cemre u et. rayon p oans 'c...- s,_,: p • _1 ' _1 
X f (Op'; íl 8 X. = F (t) n X 
F 0 . ' F [. 
- ~. -
x~ 
••• 
- '" 
X -X E,p 0 0' = O - {01'. ' p p 
Alors f: X' ----+ 0' est la fibration de ivlilnoL E,p p 
Considémns, 
' t E Op 
Sí p'(p , E'(E sont aussi- choisi~- convenablen1ent. on aura l'ínclusion 
de fibd;s: 
f f 
~ 
o' , c~..~~---t- D' p p 
qui est une ' ' equi Vdience un di.se:r·alTirn e 
commutatif: 
T 
f ~ ,_ ;• ' . ' ' ·t + 
r•. ~ o~-LF ~ A p v o --~-
' 
7 
Le choix de ri determine un relevêment de ce diagramme aux 
revêtements universels de D'p, , D'p . Comme Hn(f) s'identifie a 
I 'espace des sections (multiformes) de derivêe covariante nulle (pour la 
connexion de Gauss-Manin) du fibrê de n-cohomologie complexa associê 
au fibrê de Milnor, on voit qu'on peut considérer 
* T : Hn(f) Hn(f), 
une f ois que l' on a fixé u. 
Sur la fibration de i'v!ilnor cels revient à appliquet~ T et pui5 t~evenir­
à la mê.1ne fibre en suivant un chemin clont classe cl'hon1otoDie est 
I 
detemlinée par ia chcü de CT. Chan~er le choix de a êqui v.sut 5 
" 
multiolier par une puissance de la rnonodroJllÍC. 
. . . 
* Par exen1ple, soient: T = Id. 
* 
, \ = i . Si CT = O, T est l'idenlitê 
t I• ' -' r-1,-,~~ T I. ana1s gue Sl a= 1 ·::lll..._'t ·=· e:s ~. 
L ; t-· 1',.. L "\. • ·, t. f T. e proo en1e 58 )]']Se c ·e~,ucaer i e"". re.có 1.ons e.n,re · * et T 
cas, T' 
On va 
Lr·ait.er ce probl8rne d~ns le ca~. oU f est quasi -homoge1'1e. On suppo~3era, 
jusqu'a la finde ce par·agn1phe, qu'ils t::::d::=,t.ent. ITt 1 ,~ .. ,mn+l rationnels 
positifs tels que: 
f (t. 
r c• ~ . ( t- 1 'n+1 -~ 
,:)Olt lz = z1 •.. z , 1 ' . n~ , 
. )c 
m 
r:+ 1 1 
7 ' 
'--n-!...1' 
. " 
une famille de monSrnes qui induit. une C-ba~3e dans 
7 \ 
' ~n+ 11 
.n/(8f/2zi~-~-~8f/2z +1). Una alors aussi une base {L}} r ~_~· · · · · · n. · r 
de E(f). Pout- chaaue t- :edt 
8 
n+l 
- >. 1 \
1C.+1 hn. 
1= l ' 1 
Soit U <7: E [f) ---1- E (f) l'applic.stion linÊaire definie par: 
TJ 'r·;··-
'- 1-V(J . ~ 
- ' 
i 1 ~, , r •. 
l-.. 11J:"\r'} .S/TlJC(\_rj 
!1\ 1 · e 
' ' 
* THEDREtviE 4. T 8t U 0 T' c·nl le rnérne polynôrne cat·actêristique. 
<7 
?. 3 3 3 
EXFiv1PLE. f= z1 + z2 - z3- z.4 ~ T(z1, z 2 ~ z3, Za) = (z 3, z,h z 1 ~ z2) 
Dn a ~' 
'· 
.L C! = 1/2 
16 et OS:c . ::;:1 pouc 1 S: 
J 
a\'r'J - r 1;/·-:~··~ f"Ç' ,~ + 4'; 
. - ,- ·' __)i 1.""--l 1 
T' 
' 
ou 
tl1 .= 1/3 
' 
1:o.J5:4 
j ~ 4~ 
' i { ~ ,_ \ 
. <7 
. ' ) 
- . ITlCf \r tol=e .. , .. 
En appliqu.gnt le thêoc2me 4 on obtient que le.s valeurs propres de T* 
sont i' 
r( /J 
respE:ti\rement, c,iJ E = e 1' ,_J 
4. - Démonstt~ation des théo62rnes L 2~ 3~ 4. 
·P 
? 
~, 2 
n 'L '1 )' 001 .:. 0 · e.space des ger·rnes de p-forn1es fonTlelles à l'origine de 
Cn+i S ., • DH-
Soit. E > 
9 
~ -- •, ! r ;z,o 1 
• .. ' 
<' ,- ~ ~­
' I 
X { z E X: Re (f ) < o } 
qo1' t H - H (X v- · r··, Ler "·t"c•p·-• St"'r d~ l- f1' bt-a'' c n de "1' lnor 
...., - n+i -~· ~ ........ , .__.;. .::1 t-' • .L~-..::::;.,::, ~ o <--.~._lj , tvi 
monlcent que Hn (f) s'identifie au dual de H. 
Soit < , > la fOl-me bilinêaire définie par Malgt-ange ( [3] , §5) 
<,>·Hx!J.--+t\ <r, u > 
( -· veut dit-e compod.ement asympolique pout- c--++ o:>). 
lei t\ e.st l'anneau commutaif integt-e des séries formelles 
-u k 
2., ak c log c (a, E C) K,.a · •. a K,u 2rria ou c1 ~ O et e est valeur pmpt-e de la monodcomie. 
_! 
n t \ t 1 r " ]] ' · ' f " ' lL e I son. Ges -~ ! i r -rnoouies et 1.3 _ orn1e \ _ / re~.oecte ce:::: . 
. - ' ' 
structures. Q e:::.t libre de rant: u, nolTLbrs de tvHlnor de f . 
._. I ' 
D' ; _ \) , L1 .... .., r:' r r". . ~ '::'-,, 4- -r. rr-.n+ 1 n1 a urre part . .::.;./ t · ::.1. = L \_r; c.:moruquen"'!~n~.. ,_1·~-lt. 1. ~---- ~u, un 
. L ~acticJn ele T su:r- les 
* nit T ,, ,- • 1 • :,L ---+- ::.l horrwrnorpnlsrne . 
-.· _-..c~-!,, \ * 
' l l·r J 1 -rnodu1es. T pas.se o e 
au quotient rn.odulo -r G et. dêfinit T~: E (f) ------r.. F (_f) • Par définition: 
-* (1\ 
.. 
( l~ T .'~.·.'· ,:' = / ~,. r, , , ·;,• 
., ~ " .-' ~ ·-. * ' ~'- ' r -H 
' t ' 
ou T * est Pho!1lc,mocphisrne 
* Suppo~.ons que T 2st 
~1, 
' • • ' ~~ ' 1 ~l 1 ' 1nduu üar J o..;:,.ns 1 'nornolot.:le. 
' ....... 
P 1' d"'r't-1' ~ ~ 
- ~ '" L·t:. 
Alors, < r' T GJ - u > = o pour tout r . Cela implique 
10 
'''d t't·' 1 1 en L ... e. 
o 
' 
' I, 
'"* ([3] 96). Dane, T est l'identité. Alocs, il en va de meme pow~ T', ce 
qui prouve !e thêm~àme 2. 
Soít r, ... , r u une C- base de H et cu, ... , 
l 
w une C [[r-]] 
j1 
-base de 
' 
.Q. Soít S la matrice: 
(2) s = (( < r. , w, >)) j,k J K , 
On a det S i- O ([7] lj5). En explicltant (11 on a: AS=SsL , ou A,B sont 
~* 
les matdces de T *' T dans les bases choisies. On en déduít 
trace (A) = trace (8) . Soit 
2 
B = 80 + B 1 ,- + 82,- + .... 
(Bj mBtrice à coeficients comple:<es). Aiors 8 0 est la matrice de P 
dans la base de E (f) induite pa1~ (-~..l b· .. ~ c.J . u~autre part~ conlnte A est 
_U 
Ln- tnatr!'~a ,-,r--rh~~'""''"'t·,...., ~,.....~_..,,_ (/:.'i .-r ! i::;'c I •._; L-U! 1::.1.01 I >:::-~ l-1 ·~·....,>;:;. I-' '1) c 
ce qui prouve le théon3me 1. 
"'Ltr>p-~cn~ "llé:l; r.t -n~n' ,_) i U.;::. ' --' 1 ·~l , .t;:j 1•::1 1.. ''C> L''' r ~-
* iT ) 
le théoréme 3, gue T est de 
·::!e • ~ ' ' 1 cwot~donnees au VGlSln~ge ae 
ch~que vecteur de la bsse 
une forrnêe pac des 
monôrnes, pac le len1n1e d~ Naksysn1a em o.::m·-:"lut ~:;ue D po.s~.êdE une 
' - j , 
"f! r ]1 (: . "'~u r ---t 1- ,-,l-.-.;:::- d' f - d L. L L '- J - •Bse c,)~~ .•• ~ ,~,J u c 1.squs (,_; . 1::"::=.'"" d:1 ·~lc:f:::i...,~ urle ot rne u 
-~ . r'J , .1 
I~·. r -t · n+._1 
.ype: ...,. d7 A ;',d 7 
Donc, 
z 1 L. ~~ -i , •.•• , .:... , , n~1 • n-t-1 
o . \ f.-',!_<_. ' 
J J 
e. 
' ' J E C 
11 
Alors 8 1, ••• 8 sml les 
' • J Jl. 
l d. T' . " 0 P t . . :J T va e.ucs propres e uonc;, 1--'l,···~ t5 f-i son les v.::üeurs propres ce * 
(comllaire 1). 
Soil r b ... r une base de H formee par des vecteurs pmpres de T * 
f' 
cm~respondant à {3 1, ••• , f3 ,, .,~especti vernent. Alm~s, pat- (1): 
J· 
'R. < r., wk '> = < 8 I 
'J'J ,. j 
= f3k< rj, wk ;-. 
En particuliet~~- P j i Pk entraí'ne ( 
cela il11plique le t.hêodkne 3. 
r .. y 
r·~{.;), > 
J K 
O . Con1pte tenu de [3] 96 
Pour dêmontrer le théoren1e 4 il faut d' abord considerar con1111ent 
d·r· l ~ · 11· :l T ·cn+i 01 (C11+1 O) t se mo 1 1e a rorm.ule \ J quan. : ( . , '. -----+ . , es. un 
I. I 2Jri<7 get·me d'i=-ornorphb-ne analyt.ique te! que f 0 T = Af et À = A e . 
Pour cela on intmduit un autornorphisrne 8 : /\ --+ /\ defini par: 
~ . 
8 (raJ -- I' I a e~ rrwcx,cr , ,.. r· . ~ , 1\ '~' .wg-r) 
(i.e., r-----+ À "f) • 
log-r + log I À i + 27ri<7 
On a vu que le choix de u definit r*: f.J'l (f) --+ H11 (fi. Par dualite, 
on a T *' H --+ H . Alors ( 1) pt·end la forme: 
(3) -* 'Tr. Ert.-.T" ', (,) ) - >-<) l' 1 ' . '-·'!' .·' *'~c-. ~ 
LEt'vHvlE. Si f est aua:::.i --horno28ne. i l s:dste un horrtDlllorohL::.rne 
' '-' ' . 
' ,.,r-·,1 d .. ,,. 4;: .Q -----li- Q [en L::tnt que L·llt' J. -rrto ule) cel qu~: 
D' , t' ,-, • T"' 1 ' • ,-, T--1'• • <')\ J t- ' [ J ernon~.r.ra 1on. un C'-'X1SlU2ce 1.3 m.:::\:rlce ;_l -J2rl:112 psc \.L-). L...a n1a.r1ce _ 
' ' ' la l-:;:o..:c- --' '· 1 o e qJ ·:::Ians . u~" _ ,ç ._,_,, ~ • • • • '--'--' 
( 4) 
•. • .U 
~i 1 - ,::;.. (Q'i wu - ._! \_...), ~ 
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Reprenant les notations du 93, soit { c0
1
j la base de Q indulte par la 
famille de (n+1) -formes: 
rl r n+ 1 
z 1 ••• z +1 dz 1;\ ••• 1\ dz , 1. n _ n. 
On sait (voir [3] §6) gu'il axi•3te une base r 1, ••• , 
< r G.J \ = Ó ,cr (r) s' t~ 1 sr 
ou ó est le symbole de Kronecker. 
sr 
r p de H telle gue: 
Alors, la rnatrice U définie par (4) e..st. com:.t.ante, diagcmale et: 
(5) 
Ceci prouve 
la base { l•J } • 
r 
• "( , •
1
À. 1 u(r)_2rrhra(r) , UCú)=.l c: Cv .. 
r · · r 
' ' 1e 1emme "--·' '""' ,-1,-,,.-,,--,_--. 1""' i l'~'Ll.:> U\.-'lllll::; !Cl 
Revenant à la démonstration ciu théoreme 4, soient A,B les rnatric8s 
o-* 
de T * et ll' T . Alors, par r ':i:) .. ~ Donc, 
k + J. ~ 6_ ~ c:: f8'') r'.- c:::- J. r l - ._, 1. ..__) k= 1 "') ? 1.~ ~, ...J,~ .. 
D , 'Ak) , 'Bk' onc, (race 1. , =r.racs ~ ) , k=L 2~ 3, 
' . 
.Mais 
' ~ B .I 2 - 1 
o= o·· ·1' -' 
n ~
+ t!"' + ... 
L 
oU les B j sont. constantes et 8 0 est la matrice. de U 0 T' a d'aoràs (5). ' 
+ "" .. 
Comme trace (Ak, " i E L., on a : L:---ace (83) . Donc, 
- tr-c-
- d -t:: 'Bk I ·nl 
. u' 1k=1~2,3~--· 
i\lor::., A, B0 ont le n18me polynôn1e CEWEJ1::::téristique. 
* t · d T . t' ' ' t. ' ' ' rna 1~1ce e , on ot) lE:n ... 1e ht~Dcerne ~L 
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' Con1n1e A"' est la 
DFUX!HJIE PARTIE: CA.S DE5 tviORPHI5ME5 
i. - Soient f,g: (Cn+i ,0) -----+ (C,O) des germes analytigues ayant un 
point critique isolé a !'origine. Soit T: f ---+ g un morphisme au sens 
défini au début de cet Ewticla. 
un isomc-rphisme. 
* THEOREME 2. T est inject et il est bi iectif si et 2eulement si T est 
un isomorphisme. 
COROLLAIRE. 
a) La JllünDdrmnie de g s'injecte dans celle de L 
b) Le nombre de iVliinor de g est infêt'ieut- ou egal â celui ele f et 
l 'egalitê a lie.u si e.t ~.eulernent. si T est. un isornorphisme. 
c) Le polynôn1e car.sct.éri2.t.ique de ls n1onodron1ie de g divise celui de la 
T ' ' r monoar01T11e os r . 
* Dernonstration. Imn1édi.5te, pui.sque T c·]n1n1ute avec les rnc·nodromie::: .. 
EXEtv'lPLE. Unt3 condit.i-ofl nêce~.'3.sire pour que 
ou les g. 
1 
sont anal ytiques Gt nulles on 
possede la valeut- propre ;-' 1 ~n+l I- 1,1 
o est que ls monodromic de f 
--2. - Sui vanl une idée- de R. 1\.tlou:::.~;u, on intn)dui t une relation d' ocdre 
entre les germes 1 . . ,~ ,.---.n+ i ,... ..,,..... .... \,r,,...,,2S .• ;I E'\ •::J.!l"=' J'"l~L'- 1. ,_.__ , u,~ .~ o·· ,, ' \ .• _., ! 
. . . . [' CrltlCU8 lSO 8 en n u un mot~phisme. 
T:f --+ g. 
LE' "'1E 0 tt , l' . 1 c' :i' :f c· [' t 1 iVJiv • ~~e e rela,lon e~.t una rg at..lOll , ·m~, t~e parde 1e en re es 
! :· 14 
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classes d' isornorphisrnes de gennes. 
Dêmonstr-ation. Si on a des mocphisn1es T: f ---+' g et S: g ---+ f on a 
êga!ite des nornbres de Milnor et, alors, T, S sont des isornorphisrnes 
(corollaire (b)). 
Le meme corollaire (b) montre gue pout- tout f il existe g mínima! te! 
que f) g. 
Vaiei un exernple de germe rninirnal: 
a1 a2..L an+i 
f = z 1 + z2 , ••• + zn+ 1 
oU lE:s a. sont des nornbt'E5 pcerniers tou:3 àíffer-snts. Dans ces condit.ions 
J 
le polynôme cara~~téristique de ia rncnod:omie est un pülynônle 
cyclotornique, donc irréductible. [l~.spr·e:s le cm-oll.sire. lb), 1:cJ, f est 
rninirnaL 
3.- Démonstration eles t.héocêmes 1 et 2. o~ apcês l 'interpretation de T' 
donnÉe clans le début de cet. .::wticle, un élén1ent du novau de T' JJeut étre 
~ t- ' d " t' ' , . ~ ,...,.n+i t,' t'BPt'esen .e oat' un zerrne. n e rc·nc .1on .:?natyuque en U E L- e1 que 
L !J '....J 
Jac[T).(h T) = ;~, a,(af/az,) a,EQ 
_I j J ~r 
La t-elalion f = 1!0 T entraine: 
~ 
(1) T~r.rTI n ... DT'I _ -o:; f-.. r .::::lrT '~....,. \0Tl Jd·~-llJ. 111 1- .::....,u, • ~·-'t:!,_,:_.l j 
• • • ' • o( l. . •...J' ~ j L / 
Si Tr est l'homoJTim~phi5nle trace .ss:.sC~cle .; l'apPlication T 
on a que 
c i = Tt- (b i''Jac (Ti) e CJ . 
Alors, en diviSant. (1) F:or Jac(T) et en -~pliquant. Tr on obtient: 
h- o::' ~, ,':::)r (':j_c ', lll!!- ..;._.,L·, ,L·~/0.:::.. .I 
. J. ~ r J ' 
b .- " 
. c lj· l . 
(voir [7]) 
ou m = degT. Donc, l.3 cl.ssse de h dans E(g) e~.t nulle. ce qui pn:.~uve que 
Tl • • • t• r est lnjec H. 
15 
' ' 
Si T' est surjectif, 
contenue dans 1 'eideal 
alors L3 classe de Jac(T) dans E(f) n'est pas 
' 1 .~ ' JTlaxuna - \_.8Cl impl1que que Jac (T) est un 
inversible dans O , ce qui complete la pmuve du thêorerne 1. 
Pour dêmontrer !e théoreme 2 on procede analoguement eu 94 de la 
premiàt-e partia. On a les fm-mes bilinéaires pour f,g et les 
'l !' .~ n ~t· :J! 'l l 1 con--esponoan es n1a .. r1ces :::.,f~ ::., • c.on les re .. erm1nan s son non-nu s. 
. ~· 
Soient p, v las nombres Ô<3 !v1i'lnm- de f, g t'espectivement. On a la 
1 t . ,~ C' Bt t 1 "/ ' i ' · B t t . d re a 1on ,.......,..::J = w 2 1 e e Lneon~rne enlra1ne que. es une n1a r1ce e 
rang v. Alm-.s, A aussi · est de rang v, ':e qui veut dire que T * est 
* surjective. AlOJ-s T est injective. 
* Si T est bijective, f-1 = '-' . Alors, T' est bijective. Oonc, le 
théoreme 1 impliqu8 ie theoreme 2. 
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